
 67

МАШИНОСТРОЕНИЕ 

 

Технология машиностроения 

 
УДК 001.891.572 

 
 

 

 

 

М.И. Вольников 

Пензенский государственный технологический университет 

 
МОДЕЛИ ДИНАМИКИ СТЕРЖНЕВЫХ И ПЛАСТИНЧАТЫХ ГЕТЕРОСТРУКТУР  

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ИМПУЛЬСНЫХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

 

Актуальность обусловлена недостаточной изученностью и разработанностью моделей ударных процессов в 
сложных гетероструктурах. Современные мехатронные системы, включающие в себя гибридные компоненты, 
состоящие из сложных гетерогенных структур, могут быть представлены в виде стержневых, пластинчатых и 
многослойных структур, работающие в условиях, обусловленных кинематическими, динамическими, вибраци-
онными внешними воздействиями. Изучение и развитие гетроструктурных моделей динамики стержневых, 
пластинчатых и многослойных структур позволяют создавать надежные системы защиты сложных гетеро-
структур. Построению соответствующих математических моделей, позволяющих с достаточной степенью адек-
ватности описывать процессы, происходящие в сложных гетероструктурах, посвящена данная статья. 

Целью работы является изучение и развитие гетроструктурных моделей стержневых и пластинчатых струк-
тур, под действием силовых и импульсных нагрузок. 

 
Дифференциальные уравнения, импульсные воздействия, гетероструктуры, пластинчатые, стержневые ге-

тероструктуры. 
 

Введение 
Сложные гибридные гетероструктуры постоянно 

подвергаются внешним воздействиям, среди которых 
наиболее сильное влияние оказывают вибрационные 
и ударные воздействия.  

Повышению надежности сложных гетероструктур 
от ударных и вибрационных перегрузок посвящено до-
статочно много статей различных авторов [1, 2, 3, 4], 
 в том числе посредством многослойных заливок, обла-
дающих высокими диссипативными свойствами и поз-
воляющих переводить энергию ударных нагрузок или 
периодической силы в тепловое излучение [5].  

В большинстве случаев гетероструктуры можно 
представить в виде стержневых, пластинчатых и мно-
гослойных структур. В простейшем случае это гете-
роструктуры с одной, а в общем случае со многими 
степенями свободы, для которых требуется составле-
ние систем линейных или нелинейных дифференци-
альных уравнений, последние из которых аналитиче-
ских решений не имеют. 

Ударные процессы в стержневых системах 

Уравнение колебаний однородного стержня [6]: 

μ
lJml^J � (� � n�)op lWmlqW � 0.                (1) 

Решение (1) в комплексной форме представлено 
перемещением r � ∑  tut(3)28γJ1v(^)2t(1v^:wv)∞thO .          (2) 

Вещественная часть x � �2r удовлетворяет усло-
виям x(3,  0) � 0, μxy(3,  0) � !�S(3), 

где 4t � 61 � γJU >8O/	 ⋅ 4tS – n-я собственная частота 

стержня с внутренним трением, 4tS � λt	H {|}<W – n-я соб-

ственная частота стержня без трения, ut(3) � %t 5sin λt 6q< > � �tshλt 6q< > �   � �t cos λt 6q< > � �t  chλt 6q< >? – балочная функция, 

удовлетворяющая уравнению utU ! 6λvW<W> ut � 0,                                (3) 

где � – длина стержня, λt – корни характеристического 

уравнения. Постоянные �t ,  �t, �t  определяются из 
условий закрепления стержня, %t – определяется из 
условий нормировки балочной функции: O< � ut	�3<S � 1. 

Вещественное решение для мгновенного импуль-
са имеет вид x(3, [) � ∑  tut(3)28γJ1v^ sin 4t [∞thO , 

где сt � (1/μ�4t) � $S(3)ut(3)�3<S , 

а его максимальное значение определяется формулой |xS| � ∑ | tut(3)|28γWπ
�v�M∞thO .               (4) 

Для импульса с конечным значением длительно-
сти импульса формула (4) применима в зависимости 
от вида импульсной нагрузки и зависит от коэффици-
ента  t: 

– для кратковременного импульса 

сt � (εt/μ�4t) � $(3)ut(3)�3<S , 
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где εt � εt 6 τ�M> � εt(Τ); εt(Τ) � �(�)	� � �(^)]^�� , а некоторые 

значения � и ε приведены в таблице 1; 
– для кратковременного импульса постоянной ин-

тенсивности по всей длине стержня  

сt � (εt$/μ�4t) � ut(3)�3<S ; 

– для сосредоточенного импульса �, приложенно-
го в точке 3S,  t � (εt�/μ�4t)ut(3S). 

Нормированные балочные функции ut(3S) по 3 для значений n � 1, … 5 и различных условий за-
крепления краев даны в [7]. 

Ударные процессы в прямоугольных  

пластинчатых системах 

Уравнение собственных колебаний пластин с уче-
том внутреннего трения для мгновенного импульса 
имеет вид 

μ
lJml^J � �(� � n�)ΔΔr � 0, Δ � ]J]qJ � ]J]�J.      (5) 

Решение задачи о прямоугольной пластине на 
двухпараметрическом основании ищется в форме 
двойного ряда по балочным функциям и предлагается 
в [7, 8]: x(3, �, [) � ∑  t�t(3, �)28γJ1v^ sin 4t [∞thO ,),        (6) 
где �t(3, �) – n-я форма собственных колебаний пла-
стинки, равная �t(3, �) ≈ u�(3)��(�),) u�(3) � %� 5sin λ� 63� > � ��shλ� 63� > � ��� cos λ� 63� > � ��  chλ� 63� >? ��(�) � %� 5sin λ� 6��> � ��shλ� 6��> � ��� cos λ� 6��> � �� chλ� 6��>?, 

где � и � – размеры пластины вдоль осей 3,  �; �� , �� ,  �� ,  ��,  �� определяются из условий нормировки 1� � u�	�3<
S � 1, 1� � ��	���

S � 1, 
где �,  � – индексы балочных функций u�(3) и ��(�), отвечающих стержням-полоскам, вырезанным 

из плиты вдоль осей u,  � и имеющих соответствую-
щие условия закрепления. 

Соответствие между номером i-й частоты колеба-

ний плиты и индексами �,  � устанавливаются по таб-
лице 5.8 в [8]. 

Круговые частоты пластинок (7) 4t � 1v��O:γJ/U, 4tS � λvJ� /μ<W,               (7) 

 

λt	 � Hλ�U � λ�,�	 η	 � λ�UηU, η � <�. 

Значения λ�U табулированы в [7] для различных 
условий закрепления пластинок. 

Параметр  t зависит от вида импульса и опреде-
ляется: 

– в общем случае  t � εv
μ<�1v � � $(3, �)u�(3)��(�)�3���S<S ; 

– для импульса, равномерно распределенного по 
площади пластинки ($ �  #¡$[),  t � εv9

μ<�1v � u�(3)�3<S � ��(�)���S ; 

– для сосредоточенного импульса $ в точке ¢3S,  �S£ пластины  t � εvI
μ<�1v u�(3S)��(�S), 

где εt � εt(τ/¤t) могут быть взяты из таблиц 5.6, 5.7 [8]. 
 

 
Таблица 1 

Некоторые значения ¥ и ¦ 
 

 Τ Форма импульсов, §([) 
1 2 3 4 

ε � ε � ε � ε � 
0 1  1  1  1  

0.5 0.637  0.755  0.761  0.785  
1 0.318  0.369  0.494  0.433  

1.4 0.227  0.253  0.379  0.277  
2 0.159  0.172  0.280  0.167  
3 0.106 2 0.112 1.053 0.195 1.839 0.104 1.200 
5 0.064 2 0.066 1.032 0.121 1.90 0.056 1.111 
10 0.032 2 0.032 1.016 0.062 1.95 0.026 1.053 
20 0.016 2 0.016 1.008 0.031 1.975 0.013 1.025 

 
Таблица 2 

Соответствие между номером i-й гармоники  

колебательной частоты пластины и индексами ¨,  © 
 

 n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 � 1 1 2 2 1 3 2 3 3 1 4 2 4 3 4 4 � 1 2 1 2 3 1 3 2 3 4 1 4 2 4 3 4 
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Верхнее значение максимума суммы затухающих 
гармоник: |%S| � ∑ |%t|28γWπ

�v�M∞thO , %t(xS) �  tu��� .            (8) 

Частная модель многослойных гетероструктур 

Модель многослойных гетероструктур может 
быть представлена пакетом текстолитовых плат, по-
мещенных в корпус. В качестве частного случая рас-
смотрим N-слойную коробчатую конструкцию с аб-
солютно жесткими стенками и шарнирным опирани-
ем пластин размера a  по контуру. 

Уравнения движения получаются из вариацион-
ного принципа возможных перемещений 
                          ª% � ª%« � ª%t � ª%¬ � 0,               (9) 
где ª% – виртуальная работа всех сил; ª%«– внешних, ª%t– внутренних и ª%¬– сил инерции на возможных 
перемещениях. 

Прогиб пластин ®t и возможное перемещение ª®t зависят только от одной координаты. В рабочей 
среде – заполнителе возникают лишь вертикальные 
перемещения, функции которых t̄(3, �) линейно за-
висят от координаты y  к плоскости и определяются 

функциями прогибов ®t и ®t8O контактирующих с 
ним пластин. Ō � ®O… … … …¯A:O � °±(O8�)²±³M

,                           (10) 

где 1H  – толщина слоя заполнителя между пласти-

нами. 
Виртуальная работа внутренних сил i-й пластины 

определяется в рамках теории упругих пластин 
Кирхгофа – Лява: ª%плt � ! � ¶ª3�3·S ,                       (11) 

где ¶ – изгибающий момент ¶ � {¸¹O	(O8ºJ) �; � – кри-

визна пластины � � lJ°lqJ ; ℎ – толщина пластины. 

Виртуальная работа внутренних сил i-го слоя за-
полнителя совершается сжимающими напряжениями »�� и напряжениями сдвига »q�: 

ª%запt � ! ¾ �3 � ¢»��ª_ � »q�ª¿£��²v
S

·

S
, 

где _ � lÀl� – относительное удлинение вдоль оси �; ¿ � lÀlq – сдвиг в плоскости 3�. 

Полная виртуальная работа внутренних сил си-
стемы: 

ª%t � ! Á � {¸¹O	(O8ºJ) lJ°lqJ ª lJ°lqJ �3·
S

A
thO !

                d � �3·S Â ¢»��ª_ � »q�ª¿£��AvSA:O
thO .           (12) 

Виртуальная работа внешних сил под действием 

заданной ударной нагрузки F  равна 

ª%« � ! d � �Ãℎª®t�3·SA
thO ! Á � � �ÃOª t̄��AvS·

S �3A:O
thO .    (13) 

Полная виртуальная работа сил инерция в пласти-
ках и заполнителе:  ª%¬ �

! Á � Ãℎ lJ°vl^J ª®t�3·
S

A
thO !

                Ä Å �3 � ÃO lJ¬vl^J ªÆt��Av
S

·
S

A:O

thO
,             (14) 

где ρ  – плотность пластаны; 1ρ  – плотность запол-

нителя. 
Кинематические краевые условия закрепления 

пластин ®t(0) � ®t(�) � 0, n � 1,2, … , Ç.            (15) 

Алгоритм решения 

Вариационная задача (10), (15) решается методом 
Бубнова-Галеркина выбором координатных функций 
в синусоидальной форме ®t(3, [) � xt([)sin È3� , n � 1,2, … , Ç.   ª®t � ªxtsin �q· , n � 1,2, … , Ç.              (16) 

Вычисляются деформации и вариации деформаций, 
приравниваются к нулю коэффициенты при независи-
мых вариациях ªxt и в итоге задача (10), (15)  
сводятся к системе Ç обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений относительно искомых функций xt([) [5]. 

 xÉO �2 ÊÃℎ � ÃO ËO � Ë	3 Ì � xÉ	 �6 ÃOË	 � xO oℎVÈU24(1 ! Í	)�V � 

� ¾ �3 ÎÏÏ
ÐÅ Ñ»��ËO sin È3� � »q�È� cos È3� Ê �ËOÌÒ �� ²M

S

·

S
� 

� Å Ñ! KÓÓ²J sin �q· � KÔÓ�· cos �q· 61 ! �²J>Ò ��²J
S Õ � (17) 

�� 2�È ÊÃℎ � ÃO ËO � Ë	2 Ì � 0;  xÉt8O �6 ÃOËt � xÉt �2 ÊÃℎ � ÃO Ët � Ët:O3 Ì � xÉt:O �6 ÃOËt:O� xt oℎVÈU24(1 ! Í	)�V � 

� ¾ �3 ÎÏÏ
ÐÅ Ö»��Ët sin È3� � »q�È� cos È3� Ê �ËtÌ× �3²v

S

·

S
� 

� Å Ñ! KÓÓ²v³M sin �q· � KÔÓ�· cos �q· 61 ! �²v³M>Ò ��²v³M
S Õ �       (18) 

�� 2�È ÊÃℎ � ÃO Ët � Ët:O2 Ì � 0;  
xÉA8O �6 ÃOËA � xÉA �2 ÊÃℎ � ÃO ËA � ËA:O3 Ì � xA oℎVÈU24(1 ! Í	)�V � 

� � �3·
S ÎÏÏ

ÐÅ Ñ»��ËA sin È3� � »q�È� cos È3� Ê �ËAÌÒ²±

S
�� � 

� Å Ñ! KÓÓ²±³M sin �q· � KÔÓ�· cos �q· 61 ! �²±³M>Ò ��²±³M
S Õ �        (19) 

�� 2�È ÊÃℎ � ÃO ËA � ËA:O2 Ì � 0.  
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Вместе с нулевыми начальными условиями xt(0) � 0, xyt(0) � 0, n � 1,2, … , Ç.          (20) 

Задача (17) ... (20) решается численными метода-
ми, например Рунге-Кутте. 

Разработанные модели могут найти широкое 
применение в технике и технологиях. Одним из воз-
можных вариантов применения являются строитель-
ные балочные и стержневые конструкции, мачтовые 
сооружения.  

Немаловажным является возможность моделиро-
вать поведение диссипативных систем с учетом тре-
ния (8). 

Модели позволяют исследовать динамические 
процессы, происходящие под действием импульсных 
нагрузок.  

Для описания процессов, происходящих под дей-
ствием ударных нагрузок, привлекается аппарат чис-
ленно-аналитического моделирования, который пред-
полагает использование численных методов и вычис-
лительной техники. 

Заключение 

Развита теория построения моделей гетероструктур 
специальной мехатроники. Предложены фундамен-
тальные математические модели гетероструктур ме-
хатроники. Построены модели гетероструктур при 
наличии воздействия в виде периодической и импульс-
ной нагрузок. Представлены результаты моделирова-
ния гетероструктур под воздействием динамических 
нагрузок различных типов. Описаны общая модель 
многослойных гетероструктур и со множеством степе-
ней свободы. Разработан алгоритм решения вариаци-
онной задачи, предложена методика ее решения.  
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DYNAMIC MODELS OF ROD AND PLATE HETEROSTRUCTURES UNDER INFLUENCE  

OF IMPULSIVE EFFECTS 

 

The relevance of the article is due to the lack of knowledge and development of models of impact processes in 
complex heterostructures. Modern mechatronic systems incorporating hybrid components consisting of complex heter-
ogenous structures can be presented as rod, plate and multilayer structures operating under conditions conditioned by 
cinematic, dynamic, vibrational externalities. The study and development of heterostructural models of dynamic rod, 
plate and multilayer structures allow to create reliable protection systems for complex heterostructures. This article is 
devoted to the construction of appropriate mathematical models that allow to describe processes occurring in complex 
heterostructures with a sufficient degree of adequacy. 

The aim of the work is to study and develop heterostructural models of rod and plate structures, under the action of 
force and impulse loads. 

 

Differential equations, pulsed effects, heterostructures, plate-shaped, rod-shaped heterostructures. 


