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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОГИБОВ ПО ТЕОРЕМЕ КОСИНУСОВ 
 

В данной статье рассмотрены причины возникновения прогибов, методы их измерения и несколько методов 
для определения прогибов. Для практического измерения был выбран метод определения прогибов по теореме 

косинусов. Измерения производили тахеометром EFT TS1. Результат измерения сравнили измерением линейкой.  
 

Прогиб, балка, перекрытие, тахеометр, теорема косинусов, тригонометрическое нивелирование. 
 

Прогиб балки или перекрытия – это изгиб кон-
струкции (балки или перекрытия) под воздействием 
нагрузки. Для обеспечения безопасности и прочности 
конструкции при проектировании и строительстве 
следует учитывать прогибы. Максимальные величины 
прогибов определяются в соответствии с требования-
ми строительных норм и правил. 

Воздействие внешних нагрузок, неравномерное 
сечение, недостаточная прочность и жесткость мате-
риала конструкции, воздействие окружающей среды, 
несоблюдение монтажа конструкций и другое приво-
дит к возникновению прогибов у балок и перекрытий. 

  Существующие методы определения прогибов 
зависят от многих факторов, включая геометрию кон-
струкции, материал, тип нагрузки и доступность из-
мерительного оборудования. Традиционные методы 
определения прогибов включают: 

1. Прямые измерения: использование различных 
измерительных приборов для определения вертикаль-
ного смещения точек конструкции: 

– использование прогибомеров. На конструкцию 
прикладывается статическая нагрузка и с помощью 
прогибометра измеряется перемещение отдельных 
точек конструкций. Прогибомер обладает высокой 
точностью [1]. Недостатки метода: подверженность 
влиянию внешних факторов, таких как температур-
ные колебания и вибрации; большие временные за-
траты на установку прибора; частый контроль и ка-
либровка прибора; 

– метод неразрушающего измерения. На поверх-
ностях верхнего и нижнего поясов балки в месте 
наибольшего прогиба Δ0 наклеивают рабочие и ком-
пенсационные тензорезисторы, монтируют мостовые 
схемы для каждой пары тензорезисторов и соединяют 
провода от них с тензостанцией, измеряют начальное 
сопротивление и определяют прогиб по формуле. Не-
достатки метода: малая точность измерений, необхо-
димость устройства опорного железобетонного осно-
вания, нарушение технологического процесса, отсут-
ствие дистанционного управления [2];  

– опытно-теоретический метод. Сначала опреде-
ляют прогиб под неполной (монтажной нагрузкой), а 
затем догружают конструкцию и повторно измеряют 
прогибы. Недостатком метода является то, что про-
гнозируемые прогибы отличаются от реальных про-
гибов [5]; 

– геодезический мониторинг. Проводят тригоно-
метрическое нивелирование II класса точности 1, ис-
пользуя электронный тахеометр. По данной методике 
измерения производятся дважды в прямом и обратном 
направлениях по установленным деформационным 
маркам на исследуемой конструкции [6, 7]. Суще-
ствуют различные методики геодезического монито-
ринга, такие как: 

а) измерение расстояния от горизонта прибора до 
контролируемой плиты перекрытия независимо от 
фактической отметки уровня пола [3]; 

б) метод стереофотограмметрии. Прогибы изме-
ряются по трем взаимно перпендикулярным осям [4]. 

Недостатками этих методов являются: ограничен-
ность применения в стесненных условиях; при опре-
деленных условиях необходим непрерывный геодези-
ческий контроль; работа может производится только 
квалифицированным исполнителем.  

2. Методы конечных элементов (МКЭ): широко 
применяемый численный метод, позволяющий моде-
лировать поведение сложных конструкций под дей-
ствием различных нагрузок. МКЭ обеспечивает высо-
кую точность, но требует значительных вычислитель-
ных ресурсов и специализированного программного 
обеспечения. Результаты анализа зависят от точности 
исходных данных и принятых упрощающих предпо-
ложений [9]. 

3. Экспериментальные методы: испытания натур-
ных образцов или моделей конструкций в лаборатор-
ных условиях. Этот метод позволяет получить наибо-
лее точные данные, но часто является дорогостоящим 
и не всегда осуществим для крупномасштабных со-
оружений. 
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Требования к прогибам перекрытий регулируются 
следующими нормативными документами: 

– СП 20.13330.2016 «Нагрузки и воздействия» 
определяет нагрузки и воздействия, которые следует 
учитывать при расчете перекрытий, включая собствен-
ный вес, постоянные и временные нагрузки. Расчет 
прогибов производится с учетом этих нагрузок [10]; 

– СП 63.13330.2018 «Бетонные и железобетонные 
конструкции», СП 16.13330.2017 «Стальные конструк-
ции» и др. содержат более подробные требования к 
прогибам конструкций определенного материала. 

Актуальность исследования заключается в разра-
ботке метода для практического измерения прогибов, 
который будет сочетать точность и доступность. 

Для решения задачи определения прогибов был 
выбран метод, основанный на теореме косинусов. Этот 
метод предполагает измерение углов и расстояний 
между точками с помощью тахеометра, что позволяет с 
высокой точностью определить прогибы конструкций.  

Измерения проводились с использованием 
тахеометра EFT TS1. Перед началом работы было 
выполнено горизонтирование прибора для обеспече-
ния точности измерений.  

Далее прибор наводился последовательно на мар-
ки, расположенные в аудитории, и измерялись горизон-
тальные углы, расстояния до точек и вертикальные углы 
фиксировались в журнал. Схема расположения станции 
и точек ориентирования показана на рисунке 1. 

 

 
Рис. 1. Схема расположения станции  

и точек ориентирования 

 
Значения прогибов определялись по формуле [8]: � � ��	 �  	 ! 2 ∗ � ∗ � ∗  #$(%). 

Результаты измерений и вычислений показаны в 
таблице 1.  

 
Таблица 1 

Результаты измерений и вычислений прогибов 
 

№ 
Горизон-

тальный угол 
Вертикаль-
ный угол 

Рас-
стоя-
ние 

L, 
см 

Про-
гиб, 
см 

1 359°59'48'' 85°00'25'' 2,969 0 0 

2 2°23'27'' 86°42'17'' 2,958 12,5 8,8 

3 6°00'55'' 88°11'16'' 2,956 31,0 16,5 

4 9°19'50'' 86°44'16'' 2,967 48,4 8,8 

5 12°37'15'' 85°05'44'' 2,990 65,1 0 

Приведем пример расчета для точки 2: 
 � � �2,969	 � 2,958	 ! 2 ∗ 2,969 ∗ 2,958 ∗  #$(1°41′52") �� 0,0884 м � 8,8 см. 
 

На рисунке 2 показан геометрический смысл ис-
пользуемой формулы. 

 

 
 

Рис. 2. Геометрический смысл формулы 

 
На рисунке 3 показаны результаты измерения и 

вычисления прогибов точек. 

 
Рис. 3. Результаты измерения и вычисления 

прогибов точек 

 
После получения начальных данных объекта ис-

следования, в данном случае отметок, математиче-
ским путем, производился контроль измерений с по-
мощью линейки. Результаты измерения линейкой 
указаны в таблице 2. 

Таблица 2 
Значения прогибов, измеренных линейкой 

 

Точка Прогиб 

1 0 

2 8,9 см 

3 16,6 см 

4 8,7 см 

5 0 

 
Результаты измерений, полученные с использова-

нием метода теоремы косинусов, показали, что рас-
хождения между этим методом и измерениями линей-
кой не превышают 1 мм, что указывает на высокую 
точность предложенной методики.  

Важным результатом является то, что метод тео-
ремы косинусов не уступает по точности традицион-
ным методам и может быть использован для опреде-
ления прогибов в условиях, где не всегда возможно 
применить более сложные методы. Эта методика яв-
ляется не только точной, но и удобной в использова-
нии, так как требует минимального количества изме-
рений и позволяет быстро получать результаты. Ре-
комендуется использовать предложенный метод в 
сочетании с другими методами для проверки и повы-
шения надежности результатов. Дальнейшие исследо-
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вания могут быть направлены на уточнение алгорит-
ма и расширение его применения для более сложных 
конструкций. 
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ANALYSIS OF DEFLECTIONS BY COSINE THEOREM 

 
The article discusses the causes of deflections and methods of their measurement. For practical measurement, the 

method of determining deflections according to the cosine theorem was chosen. The measurement result was compared 
with a ruler measurement. 

 
Deflection, beam, overlap, total station, cosine theorem, trigonometric leveling. 

 

 
  


